Um sistema de identificac@o maodulo k, com pesos p1,p2,...,pn, detecta todos os erros

singulares na posi¢ao i se e sé se mde(p;, k) = 1.

PROVA: Consideremos um nimero aias . ..a, de um sistema de identificagdo mddulo
k. Um erro a; — a na i-ésima posigao é detectdvel se e s6 se p;(a;, — a;) Z0 (mod k).
De facto, como a soma de teste S” = pyai+- - -+p;a,+- - -+ ppa, do nimero incorrecto e
a soma de teste S = prai +- -+ p;a;+- - -+ ppa, do nimero correcto diferem p;(a, —a;)
unidades, entao o erro serd detectavel se e s6 se p;(a; — a;) # 0(mod k).

Assim, o sistema detecta todos os erros na posicao i se e s6 se para quaisquer
a;,a; € {0,1,...,k—1} com a; # a}, pi(al—a;) Z 0 (mod k). Esta condigao é claramente
equivalente a mdc(p;, k) = 1. Com efeito, sob aquela condigdo, se mdc(p;, k) fosse igual
a d > 1 terfamos p; = dd; e k = ddy com dy € {1,2,...,k — 1}. Fazendo a} = do
e a; = 0 obterfamos a condi¢do absurda p;(a; — a;) = 0 (mod k). Reciprocamente,
sendo mdc(p;, k) = 1, se existissem diferentes a; e a; em {0,1,...,k — 1} tais que
pi(al — a;) é multiplo de k, terfamos (a; — a;) multiplo de k, o que é também absurdo

pois a, —a; € {1,2,...,k — 1}.

Um sistema de identificagcao modulo k, com pesos p1,p2,...,Dn, detecta todas as trans-

posicoes de algarismos nas posi¢oes i e j se e s6 se mdc(p; — pj, k) = 1.

PROVA: Consideremos um nimero aias . ..a, de um sistema de identificagdo mddulo
k. Uma transposicao dos algarismos a; e a; nas posicoes i e j é detectavel se e s6 se
(pi — pj)(a; —a;) # 0 (mod k). Neste caso a diferenca entre a soma de teste S’ =
piai + -+ pia; + --- + pja; + - -+ + ppa, do nimero errado e a soma de teste S =
prai+- - -+piai+---+p;ja;+- - -+ppa, do nlimero correcto é igual a (p;a;+p;a;)— (piai+
pja;) = (pi —pj)(aj — a;). Portanto, o erro é detectével se e s6 se (p; — p;)(a; —a;) # 0
(mod k).

Assim, o sistema detecta todas as transposicées de algarismos nas posicoes i e j
se e s6 se para quaisquer a;,a; € {0,1,...,k — 1} com a; # aj, se tem (p; — pj)(a; —
a;) Z 0 (mod k). A prova do caso anterior diz-nos que esta condi¢do é equivalente a

mdc(p; — pj, k) = 1. n

De modo andlogo, podemos fazer o mesmo relativamente aos outros tipos de erros,

obtendo a seguinte tabela com as condigoes de deteccao dos tipos de erros mais comuns:

Tipo de erro Condicoes de deteccao
Erro singular: a; — a mdc(p;, k) =1
Transposicao: ...a;...aj... = ...aj...a;... mdc(p; — pj, k) =1

Erro gémeo: aa — bb (posigdes 4,7 + 1) mdc(p; + piy1, k) =1
Erro fonético: a0 — la (posigoes i,i+ 1), a € {2,...,k —1} | apiy1 # (a — 1)p;(mod k)
Erro gémeo intercalado: aca — beb (posigoes i,1 + 2) mdc(p; + pit2, k) =1
Erro gémeo generalizado: a...a — b...b (posigdes i, j) mdc(p; + pj, k) =1




Com esta tabela é agora muito facil a qualquer pessoa desenhar sistemas de identi-

ficagdo modulares que detectem estes tipos de erros.

Observagoes: (1) E evidente porque é que os sistemas mdédulo 11 sdo muito comuns.

(2) A tabela revela ainda porque é que os sistemas que usem k < 10 s@o pouco utilizados:
é impossivel que todos os erros singulares e todas as transposigoes sejam detectados se
nao tivermos o cuidado de usar somente os algarismos entre 0 e k—1 (o que pode reduzir
consideravelmente o tamanho do sistema). Por exemplo, ndo houve esse cuidado no
sistema mddulo 7 usado nos bilhetes de avidao: como utiliza todos os algarismos entre
0 e 9, nao distingue entre a; e a; quando |a; — a}| = 7. Por sua vez, o sistema médulo
9 utilizado nas notas de euros usa o algarismo 9 pelo que nao detecta os erros 0 — 9 e
9—0.

(3) No caso k = 10 as condigoes da Tabela sao incompativeis: é impossivel satisfazer
a segunda se quisermos satisfazer a primeira pois, nesse caso, p;11 € p; sao impares. E
por isso que o sistema do codigo de barras, detectando todos os erros singulares, s6 tem
88.9% de eficiéncia na detecgao das transposigoes de algarismos adjacentes.

Melhor eficicia num sistema destes é impossivel. De facto, sendo p;y1 e p; neces-
sariamente impares, a diferenca p; 1 — p; é um niimero par, digamos 2t (t € ZZ). Entao,
como S'—S = (pi+1—pi)(a; —a;+1), o sistema nao detectard a transposigao dos algaris-
mos a; € a;+1 se e s6 se 2t(a; — a;+1) é multiplo de 10, ou seja, nao detectard nenhuma
caso t seja multiplo de 5 e, caso t ndo seja multiplo de 5, nao detectard aquelas em que
|a; — a;+1] = 5. Portanto, qualquer sistema deste tipo que tenha 100% de eficiéncia
na detecgao dos erros singulares, detectard somente 88.9% das transposicoes adjacentes
no caso em que a diferenga entre os pesos p;+1 e p; nao seja multipla de 10 ou, caso

contrario, nao detectard nenhuma.



