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Um jogo da exposicio Matemadtica Viva, a explorar agora no portal
do Atractor.

a exposicdo Matemdtica Viva, criada pelo Atractor
Nno ano 2000 e em exibigdo no Pavilhdo do Conhe-
cimento até 2010, havia um médulo (figura 1) contendo
56 dados, que podiam ser misturados pelo visitante e
depois deslizados ordenadamente para uma zona alon-
gada, criando uma fila de dados. De cada um, apenas
se via a face de cima, dispondo-se assim de uma fila de
56 ntimeros ao acaso entre 1 e 6, cada nimero indicando
quantas pintas eram visiveis no dado correspondente (fi-

gura 2). Bloqueada uma tal fila, o visitante devia agitar o
médulo, obtendo com o dado isolado (figura 2) um dos Figura 1.
nimeros 1 a 6, chamemos-lhe k; (k=4 no case da figu-
ra 2), e localizar o dado na posicdo k; da fila; chamando
k; (k,=6 no caso da figura 2) ao niimero de pintas desse
dado, deveria depois avancar k, posi¢des, obtendo-se um
* ks e assim sucessivamente. O processo terminava quan-

do jé sé houvesse a direita um ntimero de dados inferior

ao ndmero de pintas do dado a que se tinha chegado.
¥ Na figura 3 estdo assinaladas a vermelho todas as posigdes

Figura 2.

de passagem, correspondentes a fila indicada, partindo da

0sicdo assinalada pelo dado a esquerda.
. p p q

SO EOFOGSOEN EEGONSONESOGESSEOS SN E NN EE

Figura 3.
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Registado o dado final obtido pelo processo descrito,
o0 visitante era convidado a lancar novamente o dado iso-
lado e a recomecar a partir da nova primeira posicao. Em
geral, os caminhos diferiam, embora pudessem chegar
ao mesmo dado final. O objetivo deste jogo era observar
precisamente 0 que se passava quanto as posigoes finais,
ao seguir o processo descrito para os valores de partida
k=1, 2,..., 6. E 0 que muitos visitantes da exposigdo pu-
deram verificar foi que chegaram sempre & mesma tlti-
ma posicdo, independentemente de qual o valor obtido
no langamento inicial do dado isolado. No que se segue,
analisaremos a razdo para essa propriedade constatada
experimentalmente.

Comecemos por notar que ndo é assim tdo surpreen-
dente que se chegue & mesma posi¢do final. Observe-se
a figura 4, onde estdo assinaladas a vermelho, para uma
mesma fila, as posigOes de passagem partindo sucessiva-
mente das posi¢des iniciais 1, 2, ..., 6. Quando duas traje-
térias tém uma posigdo comum, claro que ambas as traje-
torias coincidem a partir dessa posi¢do comum. Portanto,
para uma trajetéria ter um dltimo elemento diferente do
das outras, é necessdrio que essa trajetéria evite todas as
posicoes de passagem de qualquer das outras, o que, se a
fila for grande, é improvével que aconteca. Por outras pala-

vras, esta observacdo parece indiciar que, para filas gran-
des, o caso tipico serd aquele em que todas as trajetdrias
terminem no mesmo elemento da fila. Dito isto, pbe-se a
questdo de saber se h4 filas excecionais, em que essa uni-
cidade do termo néo se verifique, mesmo que a fila tenha
milhares de dados. Na verdade, é facil construir exemplos.
Suponhamos que a fila sé tem nimeros pares (2, 4 ou 6)
visiveis; entdo todos os elementos de uma trajetéria con-
servam a paridade da posigdo do primeiro elemento: estdo
todos em posigdes de ordem par ou todos em posigSes de
ordem impar. Na figura 5, todas as posi¢des de passagem,
assinaladas a vermelho, estdo em posi¢des impares na pri-
meira imagem e na segunda imagem estdo todas em po-
si¢do par. Como em qualquer fila hé trés posi¢des iniciais
de ordem par (2, 4, 6) e trés de ordem fmpar (1, 3, 5), have-
rd, para uma fila de ntimeros pares, por maior que seja o
tamanho, trés trajetérias que terminam numa posicic de
ordem par e trés numa posi¢io de ordem impar, logo, ha
pelo menos duas posicoes finais diferentes.

Designemos por foc as filas com todas as Grbitas con-
correntes. Como h4 seis posicdes possiveis de partida na
fila, s6 interessam filas com, no minimo, 6 dados. Das
46 656 (=6°) filas existentes com 6 dados, é facil concluir
que s6 720 sdo toc (e que todas terminam na sexta posigao).
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Figura 4.

Figura 5.
Comprimento da fila 6 7 8 9 10
N.° de filas 46 656 279936 1679 616 10077 696 60466 176
N.® de filas toc 720 7920 82 800 808 560 7326720
Percentagem 1.54321% 2.82922% 4.9297% 8.02326% | 12.1171%
Figura 6.
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A tabela da figura 6 indica o niimero total de filas, o ntime-
ro das que sdo toc e as respetivas percentagens, quando o
ntimero de elementos da fila varia entre 6 e 10.

Para uma fila cujo nimero de elementos seja maior
do que 10, o algoritmo usade para determinar todas as
filas toc revelou-se demasiado lento. Para cada n > 10 foi
feita, por isso, uma simulacdo’, tendo-se obtido valores
aproximados das percentagens das filas toc’. Na figura 7
encontra-se o gréfico desses valores aproximados das per-
centagens das toc para filas com comprimentos entre 6 e
80. Observe-se que a fungio é crescente e que, para filas
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com 18 dados, hd praticamente tantas que séo toc como

que o0 ndo sdo. Para filas mais longas, as que nao sao toc
tornam-se mais raras, como s¢ pode confirmar pela tabe-
la da figura 8: para filas de 80 dados, a probabilidade de
obter uma fila que ndo seja toc ronda apenas um em mil.
Em [1] estdo disponiveis aplicagGes interativas (em for-
mato CDF) que ddo uma informacgio muito extensa sobre
as filas de dados. Por exemplo, num quadro com as 720
filas toc de comprimento 6, ao sobrevoar com o rato cada
linha, aparecerdo as seis versdes dessa linha com os pon-
tos de passagem assinalados a cor. E também ¢é possivel
obter aleatoriamente, para um comprimento escolhido,
um quadro com um elevado nimero de filas de dados
com esse comprimento (ver figura 9). No quadro des-
sa figura as linhas a azul correspondem as filas toc e as
poucas a preto correspondem as ndo toc. Por exemplo, a
primeira fila da primeira coluna ndo é toc, como o leitor
poderd verificar, percorrendo-a segundo as regras a partir

! Por exemplo, para obter uma fila de 56 dados, escolheu-se aleatoria-
mente um numero entre | e 6, 56 vezes seguidas. Procedendo-se a esta
cperagio umas dezenas de mithares de vezes e calculando o nimero de
filas assim obtidas que eram toc, obtiveram-se valores aproximados das
respetivas percentagens.
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Figura 9
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das posigdes iniciais 1, 2, ..., 6. Na ocasido da gravagio da
imagem, o rato sobrevoava a fila imediatamente anterior
a primeira preta (ndo toc) da segunda coluna do quadro.
O retangulo destacado, que aparece bem visivel, refere-se
a essa linha e mostra os seis percursos, comecando suces-
sivamente nas primeiras seis posi¢Ges. Na 11.* posicéio h4d
um 3, a azul, que corresponde & primeira posigdo comum
a todas as trajetdrias; a tltima dessas posigdes comuns
estd representada a lilds e, por acaso, é mesmo a tltima
da fila. Sobrevoando com o rato qualquer uma das outras
filas desse quadro, apareceria em destaque informacio
andloga correspondente a fila sobrevoada. Por exemplo,
a figura 10 mostra o destaque referente i fila preta ime-
diatamente abaixo da anterior: ndo h4 aqui nenhum cami-
nho comum até ao fim, embora as posigdes de passagem
coincidam em todas as filas menos na terceira, a partir da
posicéo 11. Depois desta posicédo, tudo se passa como se 56
houvesse dois caminhos a comparar: o terceiro e o comum
as outras cinco.

Uma outra observacido pertinente relativamente as
filas toc prende-se com a ordem da primeira posigdo co-
mum a todos os caminhos: vimos que no exemplo desta-
cado na figura 9 os caminhos se juntavam relativamente
cedo (na posicio 11 de uma fila de comprimento 40); a fi-
gura 11 mostra outra fila do mesmo quadro em que tal
ndo sucede: sé se juntam na pendltima posicdo. Estas di-
ferencas de comportamento sio facilmente detetdveis com
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representagbes adequadas. Por exemplo, algumas das
aplicacbes desenvolvidas pelo Atractor a propésito des-
te problema incluem nos destaques a representacio das
filas por grafos circulares, permitindo uma forma muito
simples e répida de acesso a informagdo corresponden-
te. A figura 12 mostra os dois grafos correspondentes as
filas destacadas nas figuras 9 e 11. Na primeira imagem,
as diferentes trajetorias juntam-se na posicdo 11 e a parte
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Figura 12
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comum est4 assinalada a verde®. Na segunda, sé se juntam

na pentiltima posigdo. Nas aplicagdes desenvolvidas pelo

Atractor, é possivel escolher* filas com ntimeros entre 2 e 6 6

um namero np (nimero de pintas) maior ou igual a 2, ndo
: : 2= ; 14 30 24
necessariamente 6. A situagdo é, nalguns casos, bem dife-

rente da que atrds foi descrita sobre o caso de o niumero 3 | 132 | 168 | 120

méximo de pintas ser 6. Por exemplo, no caso de filas s6

de 1 e 2, para qualquer comprimento da fila, seja 2 ou 2 62 | 492 | lese | lese | 720

bilides, o nimero das filas que nao sdo toc € sempre 0 mes-
126 | 1674 | 6216 9128 7920 5640

mo: hé (sempre) apenas duas filas com esse comprimento

que ndo sio toc. Do material obtido, indicamos na figura 254 | sa66 | 31728 | 70300 | 32800 | 65520 | 40320
13 uma tabela com os ntimeros de filas toc para dados com

niimero de pintas np de 2 a 8 pintas (colunas) e filas de Figura 13
comprimento desde np até 8.

[1] https:{fwww.atractor.ptfmat/filadados

2 Os célculos foram feitos também para os valores de 6 a |0 {aproxi- 4 Estas situagBes mais gerais também podem ser associadas a jogos. Usan-
mados a dois algarismos significativos) e os valores aproximados assim do um dado cibico com igual ndmerc de pintas em faces opostas, po-
obtidos foram 1.5%, 3%, 5%, 8.1% e 12%, que constituem aproximagdes demos ter nimeros 1, 2, 3, com igual probabilidade. Analogamente, se
razodveis dos valores indicados na Ultima linha da tabela da figura 6. trés faces tiverem uma pinta e as outras trés tiverem duas, em cada lan-

camento teremos | ou 2 com igual probabilidade. Querendo um sistema
1O dado com 6 pintas apareceu, porque o rato sobrevoava o vértice 13 que funcione para um certo ndmerc np (qualquer. maicr ou igual a 3) de
do grafo, que na figura 9 correspondia a 6 pintas. pintas, podemos colar pelas bases duas pirérides regulares com np faces,

colocando o mesmo nimero de pintas em duas faces quando elas estive-
rem em pirdmides diferentes e tiverem uma aresta comum.
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