DINAMICA DA FUNCAO GAMA DE EULER

A fungio gama, cuja origem esta ligada 3 interpolacio de funcdes e ao
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célculo integral, tem sido essencial em indmeros capitulos da Histéria da

Matematica. Esbogaremos aqui o seu perfil dinimico.

onsidere a seguinte tabela de valores da funcéo
fatorial:

Bololz]s]«|s]s]7]s |
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Se inserirmos 1/2 na primeira linha entre 0 e 1, que valor

devemos associar-lhe na segunda linha de modo a inter-
polar a fungo fatorial nesse valor intermédio? H4 intime-
ras maneiras de o fazer, por isso convém ser mais preciso
na pergunta. No tempo de Euler, a quem a questdo foi
colocada, uma funcdo era sinénimo de uma expressio
analitica que deveria envolver as operagdes algébricas
elementares, somas ou produtos infinitos, ou os operado-
res usuais de derivagdo ou integragdo. Procuramos, por-
tanto, uma férmula que, quando estimada nos ntimeros
naturais, forneca por ordem os valores dos fatoriais, e que
também atribua um valor a 1/2. Ainda assim, a resposta
n&o é dnica, mas a de Euler, numa carta a Goldbach em
1729, foi inequivoca: (1/2)! = /7/2. O que significa e que
importancia tem esta resposta?

O problema prético de interpolacdo a partir da for-
mula de recorréncia dos fatoriais dos nimeros naturais
esteve na origem de uma fungéo, hoje designada T, cuja
definigéo Euler publicou num artigo de 1729 com o titulo
(traducéo a partir de [1]). "Sobre progressdes transcenden-

tes cujo termo geral ndo pode ser expresso algebricamen-
te." A funcdo que Euler criou tem dominio R*, vale 1 em
1 e satisfaz a equagédo

I'(x4+1) =xT(x) Vx>0 @
de onde se deduz a recorréncia
I'n)=(m-1)! VnelN. ()]

Naéo se trata, portanto, de um prolongamento da fungdo
fatorial mas de uma fungéo cujo gréfico passa por todos
os pontos (1, (n — 1)!) com n € N. Para interpolarmos a
funcdo fatorial e juntarmos a tabela anterior o valor em
1/2, basta considerar a funcio

x20 =  flx)=T(x+1)

que em 1/2 vale f(1/2) =T(3/2). Note-se que, uma vez
encontrada a fungdo I', também x — T'(x) + 0,8 sen (7 x)
e x = I'(x) (140,8sen (27 x)) satisfazem a igualda-
de (2) - ver figura 6, no final do texto. A figura 7 mos-
tra os gréficos dos logaritmos das trés fungdes da figura
6. Sabe-se hoje, porém, que s6 pode existir uma funcdo
¢ : Rt — R* que verifique as trés condigdes seguintes:
@e(x+1)=x¢(x) Yx>0

(b)p(1) =1

(c) log ¢ é convexa.
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Figura 1.

Pode ler-se em [2] uma demonstracdo desta afirmacéo.
A propriedade (1) permite calcular a fungdo T se se
conhecerem os valores que toma em 0, 1], uma vez que

(1) implica que

IFx4+n)=(x+n-1)---(x+1)xT'(x)
VOo<x<1l VnelN. 3)

Mas impede que possamos estendé-la de modo continuo
a 0, pois obterfamos I'(1) =1=0xT(0) =0. Admite,
todavia, um prolongamento a R~ \ Z~, e essa extensdo,
além de continuar a verificar (1), tem a seguinte relagdo

com a funcdo seno

I(x)T(1—x) Vx ¢&Z

~ sen (mx)
que é ttil para o cdlculo de imagens de I'. Por exem-
plo, dela resulta que I'(1/2) = /7t logo, usando (1), que
F(3/2) = % I'(1/2) = \/7/2. A figura 1 mostra um esbogo
do gréfico de T e da sua interse¢do com a linha reta de
equagdo y = x (a tracejado).

No que se segue, analisaremos o comportamento
assintético das sucesses (I'(x)),, e wufoy Onde I =T'e
I+l =T o I'™, para os valores de x em que estas sucessdes
(também chamadas 6rbitas de T') estejam bem definidas.

Figura 2.

Comecemos pelas 6rbitas mais simples, os pontos fixos
de I'. A figura 1 sugere’que existe um conjunto numeravel
de pontos fixos, dois em R* e mais dois em cada intervalo
| =2k — 1, —=2k|, k € N. Observe-se, porém, que 0s pontos
fixos 1 e B € ]3,4[ tém uma natureza distinta. O ponto fixo
1 é atrator pois sabe-se que a derivada I"'(1) = —v, onde
¥ =lmy 5 46 (1 +1/24---+1/n -—logn) ~ 0,6; pelo
contrério, B é repulsor, com I"'(B) > 4. A figura 2 mostra
parte de quatro 6rbitas, duas delas atraidas para 1.

A dinamica de T em R é facil de descrever. Se x per-
tence ao intervalo |a, B[, onde .« é o tnico real positivo de
10, 1[ cuja imagem por I' é B, entdo a 6rbita de x converge
para 1. Pelo contrério, se x > 0 estd no complementar do
intervalo [«, B], entdo a sua Orbita tende para +oo. Uma
aproximacdo da bacia de atragdo de 1 (definida como o
conjunto de pontos cujas 6rbitas convergem para 1) é dada
pelas abcissas dos pontos do gréfico de I' coloridos a azul.
Para as abcissas dos pontos neste gréfico coloridos a roxo
ou a castanho, essas sucessdes ou ndo estdo definidas (é
o caso de xg € | — 3, —2[ tal que I'(xg) = —2), ou conver-
gem para o ponto fixo B (como a érbita de B e as das suas
infinitas pré-imagens por I'), ou tendem para oo (como
acontece com x1 = 4), ou tém outro comportamento que
ainda precisamos de descobrir.
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Figura 3.

A figura 1 parece indicar também que a dinadmica
mais relevante da fungdo I' ocorre em R~ \ Z~. Interes-
sam-nos os pontos de R~ \ Z~ cujas 6rbitas sdo limitadas
e ndo passam por R*. Terd I outros atratores além do
ponto fixo 1? Analisemos, por exemplo, 0 que se passa no
intervalo |-3, -2[. Aqui hé dois pontos fixos (e s6 dois) que
séo repulsores, e dois intervalos disjuntos I = [a1,4;] e
J = [b1, byltaisquea; < ay < by < by, I'(ay) = =3 =T(by),
[(az) = =2 =T(b1),T(I) = [-3,—2] = I'(J)easrestri¢des
de I'alea]sdohomeomorfismos. Na figura 3 podem ver-
-se os intervalos I e ] ampliados, os graficos das restri¢des
alU] deT e da funcdo identidade, além de duas 6rbitas
periédicas, uma de perfodo 2 e outra de periodo 3.

O conjunto A = 5 I'7 (IU]), dos pontos de I'U |
cujas Orbitas ndo saem desta unido, é ndo vazio (por ser
intersecdo encaixada de compactos ndo vazios) e inva-
riante pela dindmica (isto é, T'(A) C A). E nele hd pon-
tos periédicos (repulsores) de todos os periodos, que até
formam um subconjunto denso. Vejamos porqué. Atribu-
amos a cada ponto x € A uma sucessdo (Tu(x)), e NU{0}
que descreve o itinerdrio da 6rbita de x na partigdo I U J,
definida por

0 seI"(x) el
ne NU{0} +— m1(x)=

1 se I'"(x) € J.

Seja ¥ o espaco das sucessdes (xn),cnuqo} tais
que x, € {0,1} para todo o n e NU{0}. A fungdo
It: A — X que a cada x € A associa (Tu(x)), e NU{o}
estd bem definida porque IN ] = @ e as 6rbitas de pon-

tos de A ndo saem de I U J. Além disso, o minimo do va-
lor absoluto da derivada de T em [ U J é maior do que 1,
0 que induz um afastamento por agéo de I' das condigdes
iniciais em U] que estejam suficientemente perto, im-
pedindo a existéncia de dois pontos distintos de A cujas
érbitas tenham o mesmo itinerdrio na partigdo I U J. Com
estas propriedades, pode provar-se que Zt é uma bijegao
e que, se em I U | considerarmos a distincia euclidiana e
em X, a distancia
d((xn)n, (Yn)n) = Jio Lz =l
n=0 2 ’
entdo Zt é um homeomorfismo. Note-se ainda que, para
cadax € A,
W(Ma(®) = Ta(x) ¥ e NU{0}

isto é, Tt o Iy =0 0Tt onde o : Xy — X é a transforma-
cdo o((xn)nenuioy) = (Xns1)n eNu{o}- Deste modo, a in-
formagdo dindmica que conhecemos sobre ¢ transfere-se
para arestricdo de I'a A. Por exemplo, se z é um ponto pe-
riédico de perfodo k de o, entdo Zt1(z) é periédico por
I'|5 com igual periodo. Ora, é imediato construir pontos
periédicos de periodo k por o basta considerar um bloco
de k digitos de {0,1} (e hd 2* escolhas de tais blocos) e
repeti-lo indefinidamente para formar uma sucesséao cuja
Orbita por ¢ é periédica de periodo k. E é facil demonstrar
que o conjunto de pontos periédicos de o é denso em X,
propriedade que é levada pelo homeomorfismo Zt~! para
0s pontos peri6dicos de I' em A.

Localizar com mais precisdo essas 6rbitas periédi-
cas de A ndo é, porém, tarefa elementar. O Atractor de-

senvolveu um médulo interativo (para a sua utilizacdo,
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Figura 4. Figura 5.

Figura 6. Figura 7.
consulte-se [2]) com que obteve aproximaces como as da [1] L. Euler. Opera Omnia, I14, 1-24
figura 3. O recurso a uma extensdo complexa da fungio [2] https:/fwww.atractor.pt/mat/dinamica_gama

I', que Gauss provou existir e que tem apenas polos em
Z~ x {0}, permite ter uma ideia mais fidvel da posicdo
relativa de algumas Orbitas. As figuras 4 e 5 mostram
aproximagoes do conjunto de 6rbitas limitadas desta ex-
tensdo complexa da funcdo I' em duas vizinhangas no
plano de | —3,—2[ x {0}; a regifo escura corresponde
aproximadamente a pontos na bacia de atragdo de {1}.
Num préximo artigo voltaremos a estas imagens para ex-

plorarmos a informagdo que elas sugerem.
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