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Resumo: Neste trabalho € feita uwma apresentacao do GeClaMini, wuma
ferramenta til no ensino da simetria que permite uma utilizacdo lidica através
da realizagao de competicoes entre alunos de diferentes graus de ensino. O
GeClaMini centra-se no estudo de simetrias de figuras planas, mais precisamente,
padrdes, frisos e rosdceas.
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Introducao

O programa GeCla, cujo nome corresponde a uma abreviatura de Gerador
e Classificador, é uma ferramenta ttil no ensino da Simetria, permitindo
também uma utilizacao ludica, através da realizacao de competicoes entre alunos
de diferentes graus de ensino [2]. Este programa centra-se no estudo matemético
de simetrias de figuras planas, mais precisamente, padroes, frisos e rosaceas.

Para alunos mais novos, por exemplo do 1.9 ciclo, o Atractor [I] concebeu uma
outra versao do GeCla, o GeClaMini, que, como o nome indica, é dirigido a
criancas. No GeClaMini, tanto o aspecto grafico como as imagens que servem
de motivo e o tipo de simetria (mais simples) existente tornam esta versao
adequada aos mais novos.

O GeCla pode ser importado gratuitamente de [4] e a instalagdo do GeClaMini
é feita em simultaneo com a do GeCla. Criados pela Associacao Atractorﬂ o}
GeCla e o GeClaMini estao disponiveis para dois sistemas operativos — Windows
e Mac — e uma versao para tablet (Android e I0s) estd a ser ultimada, devendo
ser disponibilizada ainda no decurso do presente ano lectivo.

1A Associagido Atractor é uma Associagdo sem fins lucrativos cujo objectivo principal é
atrair o publico para a Mateméatica. O GeCla e o GeClaMini foram realizados no Atractor no
ambito de uma Bolsa atribuida pela Fundagao para a Ciéncia e a Tecnologia.
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GeCla Wini

Criar simetrias Que tipo de Competigio
(Gerador) simetria?
(Classificador)

T
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Figura 1: Pégina de entrada do GeClaMini.

Neste artigo serd feita uma descricao detalhada e ilustrada das ferramentas
disponibilizadas no programa, mas ela é precedida por algumas nogoes sobre
simetria.

1 Simetrias no plano

Por simetria de uma figura entendemos uma transformacdo que conserva
distancias — diz-se uma isometria — e que envia a figura exactamente sobre si
prépria: nao deve ser possivel distinguir a imagem inicial da final. Por exemplo,
a imagem a seguir apresentada tem uma simetria de rotacao de 90° em torno
do centro:

Mas nao tem simetria de rotacao de 45°:
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O GeClaMini contempla trés tipos de simetrias: rotagao, reflexao e translagao.
Sera que esgotamos o rol de todas as isometrias no plano? Na realidade, hé
um quarto tipo de isometria — a reflexao deslizante —, contudo no GeClaMini
optamos por tratar exemplos onde nao seja essencial té-las em conta. Tal
“limitagao” ¢ intencional e prende-se com a necessidade de nao usar exemplos
demasiado complexos para criancas. Querendo explorar imagens com este tipo
de simetria, deve-se utilizar o programa GeCla.

Regressando aos tipos de simetria em estudo, vimos anteriormente um exemplo
de uma simetria de rotagao. Na realidade, a dita rosicea apresenta quatro
simetrias de rotacdo (resultantes da anteriormente exibida) e também quatro
simetrias de reflexao:

E quanto a simetrias de translacao? O filme seguinte mostra um exemplo de
uma simetria de translacao:

Algo que poderd surpreender é o facto de, na imensa variedade de padroes e
frisos, s6 existir um numero relativamente pequeno de “esquemas” de simetria
(grupos de simetria): 7 para os frisos e 17 para os padroes! Contrariamente ao
que sucede com os frisos e padroes, hd uma infinidade de rosiaceas, todas com
tipos de simetria diferentes. As que tém simetrias de reflexao dizem-se diedrais
e as outras ciclicas. A rosdcea apresentada anteriormente é diedral e a do filme
seguinte é ciclica:
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1.1 Alguns detalhes

1.1.1 Sobre isometrias

Figura 2: Composicao de translacoes.

Na Figura [2| aplicando a translagao t; & imagem 1, obtemos a imagem 2 e,
aplicando de seguida a translacio to, obtemos a imagem 3. Aplicar ¢; seguida
de to d4 ainda uma translacao, que representamos na figura por ts.

Figura 3: Composicao de rotagoes (mesmo centro).

Da mesma forma, aplicando a rotagao 1 a imagem 1, obtemos a imagem 2 e,
aplicando de seguida a rotacdo ro (que tem o mesmo centro de 1), obtemos a
imagem 3. Aplicar r; seguida de ro d4 ainda uma rotagdo (com o mesmo centro
de 1 e r2), que representamos por r3 (Figura [3)).
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Analogamente, na Figura [4] aplicando & imagem 1, a rotagao r1 seguida da
rotagdo 7o (com outro centro de rotagdo), obtemos a imagem 3. Neste cendrio,
aplicar 1 seguida de ry d4 ainda uma rotagao, designada na figura por r3:

Figura 4: Composigao de rotagoes (centros diferentes).

No entanto, ao aplicarmos uma rotagao seguida de outra, nem sempre temos
uma rotagao! Com efeito, na Figura[f] se rodarmos 65° para a esquerda e depois
65° para a direita, no final, obtemos uma translagao.

Figura 5: Translacao resultante de uma composicao de rotagoes.
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E se aplicarmos uma rotagao seguida de uma translagio? A Figura [f] retrata
um caso em que tal ocorre, obtendo-se no final uma rotagao rs.

Figura 6: Rotacao seguida de translacao.

E o que acontece se aplicarmos uma reflexao seguida de outra? Ha dois casos a
considerar: 1) ou as rectas se intersectam; ou 2) as rectas sdo paralelas.

Caso 1: aplicando a imagem 1, a reflexao r f; seguida da reflexao r fa, obtemos
a imagem 3. Neste caso, aplicar rf; seguida de rfs é uma rotagao, designada
na Figura [7] por r3.

Figura 7: Composigao de reflexdes (eixos concorrentes).
Caso 2: aplicando a imagem 1, a reflexao r f; seguida da reflexao rf; , obtemos

a imagem 3. Neste caso, aplicar r f1 seguida de rfy é uma translagao, designada
na Figura[§ por t3 .
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Figura 8: Composicao de reflexdes (eixos paralelos).

Em todos os exemplos, vimos que se aplicarmos uma isometria seguida de outra
obtemos uma nova isometria. Isso nao é uma surpresa porque, dadas duas
isometrias i1 e iy , se i; respeita distancias e iy também, entdo, aplicando i
seguida de iy, obtemos algo que ainda respeita distancias.

E se aplicarmos duas translagoes como as ilustradas na Figura [0 Neste caso, a
imagem 1 é enviada em 2 por t1, que por sua vez é levada em 1 por t3. E, em
particular, cada ponto é enviado em si mesmo. As duas translacoes dizem-se
entao inversas uma da outra.

Figura 9: Translacoes inversas.

1.1.2 Sobre simetrias

Sera que aplicando duas simetrias de uma dada imagem, uma a seguir a outra,
ainda obtemos uma simetria da imagem?
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Figura 10: Quais as simetrias de translacao do friso?

Na Figura as translagoes t; e to sao simetrias do friso. Aplicando ¢;
seguida de ty, obtemos uma nova translagao - t3 -, que ainda é simetria do
friso. Mas note-se que ha translacoes t4 e t5 que nao sao simetrias do friso,
embora consideradas uma a seguir a outra déem uma simetria do friso (¢3).

Na Figura analogamente, as rotagdes 71 e ry sdo simetrias da rosdcea (um
octégono) abaixo. Aplicando 71 seguida de ro, obtemos uma nova simetria da
rosicea: a rotacao rz. Contudo, embora as rotagoes r4 e r5 nao sejam simetrias
da rosécea, ¢ (a rotacdo que se obtém quando se considera r4 seguida de r5) é
uma sua simetria.

Figura 11: Quais as simetrias de rotagao da rosacea?

Em todos os exemplos, vimos que se aplicarmos duas simetrias de uma mesma
figura - s1 e ss - uma seguida da outra, ainda obtemos uma nova simetria. Isso
nao é uma surpresa porque sendo s; e So isometrias, aplicando s; seguida de
S92, ainda temos uma isometria. Acresce que como $; e Sp conservam a mesma
figura, aplicando s; seguida de sy obtemos algo que ainda conserva a mesma
figura.
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2 Criar simetrias (Gerador)

Uma das funcionalidades do GeClaMini é um Gerador (“Criar simetrias”),
através da qual é possivel gerar padroes, frisos ou rosaceas. Ao seleccionarmos
esta ferramenta, deparamo-nos com a imagem exposta na Figura [[2}

Gerador de rosaceas, frisos e padraes.

Guardar a
imagem

Voltar ao
Inicio

Exportarimagem  Expandir imagem

Figura 12: Gerador.

O que estd representado na imagem?

Imaginemos que partimos de 3 espelhos, sendo dois deles perpendiculares a um
terceiro — na Figura os espelhos estao representados a branco:

Figura 13: Espelhos.

Suponhamos agora que no fundo dessa “caixa aberta de espelhos” é colocada
uma imagem como a que se mostra na Figura [I4}
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Figura 14: Fundo de uma caixa de espelhos.

Se espreitassemos a referida “caixa”, visualizariamos um friso como o exibido
acima (e algo andlogo se passaria com qualquer imagem escolhida para fundo
da “caixa de espelhos”). Apercebemo-nos assim que a “caixa de espelhos”
mencionada gera sempre um (mesmo) tipo de friso. ..

2.1 Ferramentas de ilustragao

Na animacao seguinte exploramos diferentes instrumentos de ilustragao patentes
no GeClaMini:

Notemos, em particular, que a op¢ao
@

permite escolher as nossas proprias fotografias como motivo para as
roséiceas/frisos/padroes que pretendemos gerar.

2.2 Mudando o tipo de simetria

Até ao momento, exploramos diversas ferramentas de ilustragao. Contudo,
nunca alterdmos o tipo de simetria da imagem final, nao tendo em particular
obtido exemplares de rosiceas ou padroes. Como proceder para mudar o tipo
de simetria?

Selecionando o botao
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acedemos a esquemas de todos os padroes, frisos e rosaceas que se podem
construir com o GeClaMini:

LioJoJoieae
LAILJLJLJLJL
LALJLJLJLIL
LALJLJLJLIL
LALJLJLJLIL
LILJLJLJLJL
LILJLJLJLIL

LJLJL AL JL L i

Figura 15: Mudando o tipo de simetria.

NOTA: observando o menu relativo a mudanca de tipo de simetria,
apercebemo-nos que o GeClaMini apenas possibilita a construgao de 3 tipos
diferentes de padrao e 6 tipos de friso, o que, pelo que referimos anteriormente,
nao esgota todas as possibilidades: no plano, existem 17 tipos de padrdes e 7
tipos de frisos! Mais uma vez estamos perante uma “limitacdo” propositada do
GeClaMini: para explorarmos um outro tipo de padréo ou o 7.2 friso (em falta),
é necessario recorrer ao GeCla.

. ~ . . [ vé
Na animagdo anterior, e para o caso especifico das rosdceas, observamos que as
podemos obter clicando num de dois botoes:

Contudo, ao seleccionarmos um deles, deparamo-nos com uma opgao inexistente
para frisos/padroes:

2

O ndmero apresentado (2) corresponde ao total de simetrias de rotagio existentes
na rosacea a construir. Experimente mudar a opgao, por exemplo escolhendo 3
ou 6:
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2.3 Gravagao de imagens

Uma vez obtido o friso, rosiacea ou padrao desejado, o passo seguinte serd
grava-lo e aqui ha duas opgoes similares:

Guardar a
)y [magem

Embora parecidas, estas instrugoes tém finalidades distintas: a primeira é ttil no
caso de pretendermos gravar a imagem com uma resolugao alta (até um maximo
de 1920x1440) e a segunda, embora associada a uma resolucao fixa (600x450),
tem a particularidade de gravar no ficheiro da imagem informacao completa
sobre as suas simetrias. Assim, se posteriormente pretendermos classificar a
imagem gerada recorrendo a ajuda incorporada no GeClaMini, devemos
seleccionar a opcao Guardar a imagem.

2.4 Opcgoes

Seleccionando Opc¢oes no Menu Principal do GeClaMini, podera escolher:

1. o niimero de imagens a gerar:

MNimero de imagens:

2. o nivel de dificuldade das imagens:

""Q\

— ., SDEDENSINEam

(s

S~
=Sy

Por exemplo, o Nivel 2 conduz apenas a rosaceas.

3 Classificagcao de imagens com o GeClaMini
No GeClaMini, sao disponibilizadas duas ferramentas para a pesquisa de

simetrias: Procurar simetrias e Que tipo de simetria? (Classificador),
podendo a primeira ser usada como “modo de treino” da segunda.
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Em ambas as ferramentas, somos confrontados com a necessidade de escolher
imagens locais ou na internet (Figura [16)):

Local | mternet | Cancelar

Figura 16: Escolha das imagens.

No primeiro cendrio, devemos seleccionar imagens patentes no nosso computador
(o programa exibe, por defeito, a pasta usada pelo Gerador) e, no segundo,
devemos introduzir um endereco html. Notemos que, caso as imagens nao
tenham sido gravadas com o GeCla/GeClaMini, o programa desconhece as suas
simetrias, nao podendo auxiliar aquando da classificacao.

NOTA: em caso de duvida sobre como assinalar no programa as diferentes
simetrias, é possivel recorrer a filmes explicativos patentes no GeClaMini:

3.1 Procurar Simetrias

No filme que se segue, exibimos uma procura de simetrias de translagao, rotagao
e reflexdo de um dado friso. Notemos que tal pesquisa falhou nas simetrias de
reflexdo.

3.2 Que tipo de simetria? (classificador)

Suponhamos que queremos descobrir quais as simetrias de uma determinada
imagem criada pelo GeClaMini. Podemos escolher uma de duas opgdes: na
op¢ao Com ajuda, somos avisados dos nossos eventuais erros em tempo real,
e Sem ajuda: no final recebemos informagcao sobre se acertdmos ou erramos:
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Certo/Errado

Se errarmos, recebemos ainda um relatorio relativo ao primeiro erro detectado:

imagem.

3.2.1 Classificacao de uma imagem - um exemplo ilustrado

Vejamos agora um exemplo ilustrado de uma classificagdo. Consideremos o friso

da Figura

"ah Lx” e K" "o 4“‘
i\o q,,;} i; vy} if y,,,

Figura 17: Friso para classificar.

Comecemos por assinalar no GeClaMini uma simetria de translagao do friso,
por exemplo, na Figura[I8] ¢;. Ao marcd-la, surge uma faixa no GeClaMini - o
que representa?

Figura 18: Uma simetria de translacao.
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Reparemos que se aplicarmos t; a essa faixa, e depois aplicarmos 2 vezes t1, 3
vezes t1, ..., e a seguir aplicamos também a inversa de t1, que designaremos por
to, e depois 2 vezes to, 3 vezes ta, ..., obtemos o friso original:

Aquela regiao assinalada tem, pois, o suficiente para reconstruir o friso original.

Serd que conseguiamos fazer o mesmo com uma faixa menor? Note-se que na
faixa assinalada hé algo repetido (em termos de translagdo).

Com efeito, essa repeticao surge por haver uma simetria de translacao do friso
t3, “menor” que t; e que nao foi ainda assinalada. E ao marcar agora t3, o
programa diminui a faixa assinalada para metade (Figura [19):

Figura 19: Translagdo minimal.

Para esta nova faixa, nao ha nada repetido para translagées no seu interior:
ela é minimal para as translagoes. Nao havendo mais simetrias de translagao
a assinalar, passamos para as reflexoes, comecando por marcar uma reflexao
horizontal (Figura . Notemos que a “faixa” ficou agora dividida ao meio,
porque se entrar com a reflexao horizontal, basta aquela parte para reconstituir
a faixa anterior.

Figura 20: Reflexao horizontal.

Ao marcarmos no GeClaMini uma simetria de reflexdo vertical, obtemos a
imagem exposta na Figura 21}
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Figura 21: Reflex@o vertical.

Aparentemente, falta ainda marcar as simetrias de rotagao. .. Ao assinalarmos
no GeClaMini uma simetria de rotagao, somos confrontados com a seguinte
mensagem: “A simetria que marcaste resulta das anteriores”. Porqué?

Figura 22: E quanto as simetrias de rotacao?

O programa nao nos estd a comunicar um erro! Apenas nos informa que ji
conhece as simetrias de rotagao, pelo que nao é necessario assinala-las... Com
efeito, neste caso, o programa ja conhece as simetrias de rotacdo porque neste
caso todas elas resultam de aplicar uma simetria de reflexao seguida de outra.

Concentremo-nos agora numa pequena regiao marcada na Figura

B s
l\‘.

Aplicando a ela as duas reflexdes (horizontal e vertical) que marcdmos, obtemos
a regido de que haviamos partido antes de assinalar as reflexdes (Figura [23):
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Figura 23: Regiao de que haviamos partido antes de assinalar as reflexoes.

M i

\\\‘ ~///

Por sua vez, aplicando a esta ultima regiao todas as simetrias de translagao,
obtemos o friso original:

Notemos que a regiao

tem duas particularidades:

1. aplicando a ela todas as simetrias encontradas, reconstitui-se o friso original:

2. nao é possivel obter o friso a partir de uma regiao mais pequena.

Uma tal regiao é designada por regiao fundamental ou motivo do friso.
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3.2.2 Opcgoes existentes
Observagoes:

1. por uma questdo técnica, no classificador, é necessario seguir uma ordem
pré-definida na procura das simetrias: 1) translacao, 2) reflexdo, 3) rotagao;

2. durante a classificacdo, podemos anular os nossos enganos em

3. no final, devemos accionar o botao Terminei!

Terminei! §

NOTA: Apés concluirmos a classificagdo, surge uma figura pequena a destacado.
No caso acima ilustrado, é a seguinte:

Seleccionando:

Verimagem final

1.

observamos a imagem “final” gerada a partir do motivo encontrado e das
simetrias obtidas na classificagao efectuada;

obtemos o motivo resultante da classificacao;

l

visualizamos as simetrias detectadas;

.
VW Criginal Final

e arrastando o cursor, podemos comparar as diferencas entre as imagens
“original” e “final”.
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Clicando no botdao Terminei!, obtemos uma avaliacgdo do nosso desempenho,
avaliagao essa que podera ser gravada seleccionando

4 Competicao

Conforme referido inicialmente, o GeClaMini (tal como o GeCla) tem uma
vertente lidica, ao permitir a realizagao de competigoes.

Existem dois modos de competicao:

1. usando 1 computador — ambos os jogadores geram e classificam imagens
de forma alternada num mesmo computador;

2. usando 2 computadores — é necessario uma pasta partilhada acessivel
a ambos os jogadores.

4.1 Recorrendo a 2 computadores

Quando hé algum tipo de rede (que pode ser internal) sugerimos a utilizagao
do modo 2 computadores. Neste cendrio, é necessario a partilha prévia de
uma pasta na qual ambos os jogadores tenham permissao de leitura e escrita:
tal pasta pode ser local ou estar numa “Cloud” (por exemplo na Dropbox). De
seguida, ilustramos uma competicao com recurso a uma pasta partilhada na
Dropbox, algo andlogo pode ser realizado recorrendo a sistemas como Google
Drive, Microsoft OneDrive, etc. NOTA IMPORTANTE: para funcionar, é
necessdrio ter a Dropbox (ou Google Drive/ Microsoft OneDrive/ ...)
previamente instalada nos computadores!

4.1.1 Inicio da competicao

Ambos os jogadores devem:
1. entrar no modo Competicao, 2 Computadores;
2. introduzir o seu nome;

3. escolher uma mesma pasta que haja sido previamente partilhada.

Competicdes
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4.1.2 Criacao da competigcao

1. um dos jogadores, aqui designado por Jogador 1, inicia a competicao,
clicando em

2. de seguida, escolhe tanto o grau de dificuldade pretendido como o niimero
de imagens;

3. o segundo jogador aguarda a recepgao (automética) de um convite para
participar na competicao gerada pelo Jogador 1.

Competigoes

o

4.1.3 Competicao

1. cada jogador cria, no seu computador, um certo nimero de imagens (nimero
esse que havia sido definido pelo Jogador 1);

2. ap6s ambos finalizarem a geracao, e de forma automatica, cada jogador
recebe as imagens do adversario para classificar;

3. no final da classificagao, cada jogador recebe uma pontuacao e um relatorio
referentes aos resultados obtidos.

NOTA: na pasta partilhada, sao guardadas copias das figuras geradas e da
pontuacao obtida. Caso um dos jogadores pretenda voltar a classificar as
imagens criadas, basta abri-las no modo Classificador.

5 Notas finais

Uma competicao de GeCla entre alunos portugueses de uma escola de Valadares
e alunos italianos de uma escola de Besozzo realizou-se no passado [3| 5, 6]. O
Atractor esta disponivel para apoiar a logistica e facilitar contactos para escolas
interessadas em promover competicoes de GeClaMini.
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Estéa previsto o lancamento para breve de uma versdo do GeCla para tablets e
smartphones (sistemas Android e IOs). Se estiver interessado em ser informado
deste langamento ou de outras novidades do Atractor, subscreva a [Newsletter
do Atractor.
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