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Caro leitor: Pense num numero natural abc com trés digitos, sendo
a = ¢. Depois, secretamente, inverta-o, obtendo cbg, e calcule a diferenca do
maior pelo menor. Bastard agora que nos indique o primeiro digito dessa

diferenca para lhe revelarmos o resultado.

Descobrimos por que funciona o truque anterior se o
experimentarmos. Por exemplo, se abc = 165, entao
cba = 561 e cba — abc = 396; se abc = 990, entao cha = 099
e abc — cha = 891; em geral, nas condicdes pedidas pelo
truque, a diferenca abc — cba (ou cba — abc) é sempre um
ntimero da forma a98 e, além disso, tem-se a + f = 9; dai
que, conhecendo «, saibamos qual é o nimero.

O valor de a + $ ndo nos surpreende: uma vez que
um ndmero e a sua versdo invertida tém a mesma soma
dos respetivos digitos, eles estdo na mesma classe de con-
gruéncia médulo 9 e, portanto, a diferenca entre eles é um
muiltiplo de 9. A imagem da transformacio f, que atua no
conjunto N3 dos niimeros naturais com trés digitos (permi-
tindo-se zeros a esquerda) e que a cada niimero associa a
distancia dele para a sua versdo invertida, contém apenas
dez elementos, nomeadamente

{000, 099, 198, 297, 396, 495, 594, 693, 792, 891}.

Note-se ainda que, como o dominio da funcdo fé finito,
se iterarmos f, obtendo para cada x de Nj a respetiva 6rbita
por f, temos de chegar a um ciclo, cujos elementos estdo na
imagem da fungéo f. Dos dez niimeros anteriores, 000 é um
ponto fixo de f, que atrai todos os niimeros abc coma = ¢; e

099 — 891 — 693 —+ 297 — 495
é um ciclo de perfodo 5 a que chegam todas as outras ¢rbi-
tas em ndo mais do que duas iteragbes de f. (ver figura 1 na
pédgina seguinte).

Poderiamos ter comecado por considerar uma transfor-
macdo fiandloga a fmas a atuar no conjunto N de niime-

ros naturais com dizimas de um digito: nesse caso, f) envia
cada nimero no ponto fixo 0. No conjunto N; de ntiimeros
naturais com dois digitos, além do ponto fixo 00 a aplica-
Gao fo tem um ciclo de periodo 5
09— 81—+ 632745

a que chegam todos os nimeros ab com 2 = b em um ou
dois iterados de f>. Observe-se que este ciclo estd relacio-
nado com o ciclo de igual periodo em Na: o de trés digitos
obtém-se deste colocando um 9 no meio de cada niimero.
A figura 2 (na pdgina seguinte) ilustra a dindmica de fa.

Que propriedades tem este sistema dindmico quan-
do consideramos niimeros com quatro ou mais di-
gitos? Seja Np o conjunto de naturais com D digitos
de {0,1...9], permitindo-se zeros a esquerda; e seja
ip : Np — Np a funcao definida da seguinte forma: a 0
associa 0 e a cada x ndo nulo de Np, escrito na base 10 e
representado por D digitos x = Xp_1... XmXjy—1... X120,
com m = méaximo {i:0 <i < D —1ex; # 0}, associa o
natural ip(X) = XpX1...Xu—1%m ... Xp_1 obtido inverten-
do a ordem dos digitos de x.

Se fp designa a fungdo Np —+ Np definida por
fp(x) = |x —ip(x)| todos os niimeros da imagem de fp
sdo miiltiplos de 9 (e, quando D é impar, sdo simultanea-
mente multiplos de 9 e de 11).

De facto, essa imagem reduz-se a (197/24+1)/2 ele-
mentos se D é par, e a (19(P~1)/2 1 1)/2 se D é impar.
Além disso, como Np, é finito, cada érbita de fp, tem de ter-
minar num ciclo cujos elementos estdo na imagem de fp,.
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D | Per® | Ciclos em Np
{0}
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{00]
{09, 81, 63, 27, 45)

{000}
{099, 891, 693, 297, 495}

{0000}

{2178, 6534}

4 {0999, 8991, 6993, 2997, 4995}
5 | {0090, 0810, 0630, 0270, 0450}
{0909, 8181, 6363, 2727, 4545}

R o= =T =

1 | {00000}
2 | {21978, 65934}
5 {09999, 89991, 69993, 29997, 49995}

5 [ {09009, 81081, 63063, 27027, 45045}

{00990, 08910, 06930, 02970, 04950}

[b]

Per® | Ciclos em Np

1 | {000000}
, | 1219978,659934)
(021780, 065340}

{099999, 899991, 699993, 299997, 499995}
{090009, 810081, 630063, 270027, 450045)
{009990, 089910, 069930, 029970, 049950}
5 | {000900, 008100, 006300, 002700, 004500}
{009090, 081810, 063630, 027270, 045450}
{090909, 818181, 636363, 272727, 454545}
{099099, 891891, 693693, 297297, 495495}

{978021, 857142, 615384, 131868, 736263, 373626,
252747, 494505, 010989}

{043659, 912681, 726462, 461835, 076329, 847341,
18 | 703593, 308286, 374517, 340956, 318087, 462726,

164538, 670923, 341847, 406296, 286308, 517374}

Tabela 2

A transformagdo fp pode ser considerada como atu-
ando nos naturais quando representados numa outra
base que ndo 10 (designemo-la por fp j,5.), esperando-se
dindmicas distintas, uma vez que o comportamento das
Orbitas de fp s, depende dos digitos permitidos na re-
presentacdo dos naturais. Por exemplo, na base 2 e para
D =4, a imagem de uma tal transformacio faz contém
cinco niimeros ¢ hd quatro ciclos fixos, nomeadamente
{0000}, {0010}, {0101}, {0111}; e sdo apenas estes os atractores
de fi2. Mais geralmente, nesta base e para todos os valo-
res de D par, hé 2P/2 pontos fixos (e conjetura-se que sdo
apenas esses os atractores de fp,). Embase3e paraD = 6,
encontramos trés pontos fixos ({000000},{010120},{102212})

e uma 6rbita de periodo 2 (010212, 201021}), e s6 estes ci-
clos. Em [1] prova-se que, para algum D, fp p tem pontos
fixos ndo nulos se e s6 se B for ndo congruente com 1 mé-
dulo 3. Um ponto fixo de fo5é ((B—2)/3,(2B—1)/3)p
se B ¢ congruente com 2 médulo 3; um ponto fixo de fy 5
¢(B/3,B/3 —1,2B/3 —1,2B/3), se B for mdiltiplo de 3.

Em [1] encontram-se mais dados sobre estas e outras
bases, alguns dos quais obtidos através de applets interati-
vos que o leitor é convidado a explorar.
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Figura 4. Ciclos e pré-
-ciclos em f75.

Figura 5. Ciclos e pré-
-ciclos em f 3.
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