MATEMATICA DOS AZULEJOS

O Atractor tem em curso um projecto de alguma dimensio com o objetivo

de analisar; do ponto de vista da simetria, os painéis de azulejos das casas de

uma localidade.

Aparte de recolha e tratamento de dados, relativamen-
te a Ovar (incluindo o Furadouro), estd avancada e
as ferramentas que foram desenvolvidas para esse tra-
tamento poderdo vir a ser aplicadas noutras localidades
com azulejos. Este texto faz um ponto da situagéo atual.

A partida, o titulo Matemdtica dos Azulejos poderia le-
vantar a questdo de saber se a andlise matematica "dos
azulejos" foca cada azulejo individualmente ou o resul-
tado da forma como o assentamento dos azulejos é feito
numa certa zona da fachada de uma casa. Por exemplo,
consideremos o azulejo' representado na figura 1, for-
mado por um V; esse azulejo, individualmente, tem uma
reflexdo vertical, com eixo exatamente a meio. Mas pode-
mos imaginar diversas formas de disposigdo, por exem-
plo as representadas nas trés imagens da figura 2. Nos
trés casos, hd simetrias de reflexdo de eixos verticais pas-
sando pelo vértice do V de cada
azulejo, reflexdes essas prove-
nientes da simetria existente no
préprio azulejo. No segundo
caso, sdo as tinicas, e nos outros
dois, hd também simetrias de

reflexdo com eixos verticais pas-
Figura 1. sando pelas junges verticais

dos azulejos; no terceiro
caso, hé ainda reflexdes de
eixos horizontais passan-
do pelas jungdes horizon-
tais. Nos trés casos ha ro-
tagdes de meia-volta cujos
centros sdo: i) no primeiro,
para cada V, os meios dos
seus dois segmentos e as
suas projegdes no lado do
azulejo que contém o vér-
tice do V; ii) no segundo,
0s quatro vértices de cada
azulejo e os meios dos seus
lados verticais; iii) no ter-
ceiro, os meios dos lados
dos V (além das que resul-
tam das reflexdes).

Seria ilusério pensar
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Figura 2.

'Salvo menc¢do em contrério, os azulejos, zonas e casas representados
referem-se a Ovar (incluindo o Furadouro). O leitor que ndo conhecer
as notagdes referentes aos tipos de simetria de frisos e padrdes pode

consultar [1].
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Figura 3.

que, extrapolando o que é afirmado no inicio do para-
grafo anterior, poderiamos afirmar que a simetria de
reflexdo do azulejo V d4 necessariamente lugar a uma
simetria de reflexdo do padrdo que o utiliza. No Fura-
douro foi encontrada uma casa com este azulejo, mas
disposto de uma forma que ndo conduz a nenhuma
simetria de reflexao: ver na figura 3 uma imagem co-
piada de [1] com essa casa e uma zona da sua fachada
principal®. Nessa figura estd representada também, em
baixo a direita, uma Zona GeCla®. Clicando nessa ima-
gem no portal do Atractor, o leitor poderd importa-la e
utilizd-la com o GeCla para receber ajuda ao procurar
as simetrias e o tipo de simetria do padrdo correspon-
dente. Estas funcionalidades estdo disponiveis para to-
dos os padrdes e todos os frisos de todas as casas com
azulejos, e hd casas que apresentam, entre padrdes
e frisos, um total de cinco diferentes.

A figura 4 representa: i) um mapa de [1], obtido por
um utilizador que escolheu um circulo (centro e raio)
e alguns tipos de simetria, para localizar as casas nesse
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Figura 4.

circulo com azulejos desses tipos de simetria; ii) o carim-
bo correspondente ao azulejo da casa clicada, numa fase
da animacdo que o mostra a carimbar o friso.

A figura 5 apresenta os 18 tipos de simetria encontra-
dos em padrdes e frisos de Ovar até esta data.

Todos os sete tipos de frisos existentes estdo presentes
(altima linha e dltimo elemento da pentltima) e, quanto
aos 17 padroes, os cinco que admitem rotagdes de 120°
(quatro no canto superior esquerdo e um no superior di-
reito) ndo estdo representados, como era de esperar, por
ser mais natural surgirem com azulejos hexagonais. Ha
ainda um tipo de simetria, o tltimo da segunda linha,
que poderia perfeitamente aparecer, mas (ainda) ndo en-
contrdmos. Vamos dar algumas indica¢Ges sobre como
proceder para o obter usando azulejos de outras casas,
com disposicdo diferente; isso tornard fdcil a tarefa de
alguém que decida, usando-as, fazer com que haja breve-
mente em Ovar todos os tipos de simetria que se podem
obter com azulejos existentes a venda.

Comecemos por nolar que, nos padrdes com alguma
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simetria de reflexdo, hd duas situacdes possiveis: ou o
azulejo ja tem alguma simetria de reflexdo e a forma de
assentamento respeita-a (casos da figura 2); ou o azulejo
nao tem nenhuma simetria de reflexdo; mas existem dois
azulejos, um refletido do outro. A primeira situagio é, de
longe, a mais frequente. A figura 6 mostra todos os azu-
lejos encontrados em Ovar correspondentes a segunda
situagdo, isto é, em que, para cada azulejo, hd também o
seu refletido. Escolhendo um dos que ndo tém nenhuma

simetria (qualquer diferente do primeiro e do quarto) e

2O padrdo tem reflexdes deslizantes e grupo de simetria xx (pg), tendo
sido encontradas até agora, entre mais de 700 casas jd tratadas e referi-
das em [1], s6 mais trés com padrdes desse grupo, curiosamente todas

elas no Furadouro. Uma € contigua a representada na figura 3 e as trés

usam um mesmo azulejo com forma semelhante ao dessa fisura, sendo

o0 assentamento exatamente do mesmo tipo.

* GeCla é um programa criado e distribuido gratuitamente pelo Atractor
e que permite: i) produzir padrdes e frisos de qualquer tipo de simetria a
partir de um motivo desenhado pelo utilizador, ou contido numa imagem;
i) classificar um padrao ou friso, facilitando a pesquisa de todas as suas
simetrias.

Figura 6.
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usando o GeCla com essa imagem por motivo e o carim-
bo correspondente a 22x (plano projetivo), obtemos unia
zona com o tipo de simetria que (ainda) parece faltar em
Ovar: ver a figura 7 obtida com o quinto azulejo.

Para construir esta zona toma-se um azulejo e coloca-
-se junto a cada um dos seus lados um refletido mas ro-
dado de meia-volta. Basta, pois, dispor de pares de azu-
lejos, refletidos um no outro.

Vejamos brevemente o caso dos cinco padrdes que
faltam. No DVD Simetria - apresentagio dindmica, criado
pelo Atractor em 2009, ha imagens de padrdes recolhi-
dos no Alhambra referentes a esses 5 tipos de simetria.
Se houvesse azulejos hexagonais ou triangulares (equi-
l4teros) no mercado, seria uma tarefa simples encontrar
motivos para esses azulejos e com eles produzir natural-
mente os cinco tipos em falta‘. A figura 8 ilustra como
obter dois desses cinco tipos.

Sem azulejos hexagonais, hd uma solugdo com azu-
lejos retangulares de proporgdes adequadas. Conside-
remos, por exemplo, o tipo de simetria *632, que tem

Figura 10.

Figura I1.
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como carimbo um tridngulo retdngulo com angulos
30° e 60° e suponhamos a hipotenusa de comprimento
unitdrio (ver figura 9 criada com o GeCla). Este carimbo
dé origem a redes de hexdgonos regulares. Calculemos
as amplitudes das translagdes minimas em duas dire-
¢Oes perpendiculares entre si. As normas dos vetores de
translagdo sdo 3 para a vertical e v3 para a horizontal,
portanto a razdo é v3. Com azulejos retangulares de la-
dos nesta proporcao, seria exequivel produzir o padréo.
A titulo de exemplo referente ao caso *632, o azulejo re-
presentado na figura 10 permite obter o primeiro padrio
do Alhambra da figura 8. Na figura 11, obtida com o Ge-
Cla, mostra-se o padréo obtido com esse azulejo; nela es-
tdo marcados os vértices dos azulejos. Numa solugdo des-
tas, a concretizar-se, seria essencial que o assentamento
final dos azulejos tornasse praticamente impercetiveis as
juntas entre eles e seria crucial que as propor¢des entre
os comprimentos dos lados fossem respeitadas.

Alids, esta questdo da visibilidade ou ndo das juntas
foi vdrias vezes discutida durante a realizagdo do traba-
lho, visto que o grau de destaque delas é muito varidvel
de casa para casa® e té-las ou ndo em conta como parte da
figura altera frequentemente a classificagdo do ponto de
vista da simetria. Vejamos um exemplo. Vendo de longe
a casa representada na imagem da esquerda da figura 12,
apenas se notam umas linhas retangulares claras, tendo
o padrdo o tipo de simetria *2222. Aquelas linhas cor-
respondem as juntas dos azulejos, como se percebe ao
olhar mais de perto (imagem do meio), vendo-se neste
caso também o detalhe de cada azulejo. Entrando agora
em conta ndo s6 com aquelas linhas mas também com o

detalhe dos azulejos (nessa imagem do meio), nem muda
o tipo de simetria nem a regido fundamental, que é um
quarto do azulejo todo. Mas se tivermos em vista s6 o
detalhe dos azulejos e pintarmos as juntas de uma cor
préxima da do fundo do azulejo (imagem da direita) e
as ignorarmos, o tipo de simetria muda para *442, e uma
regido fundamental corresponde a 1/8 de um quadrado
azul, portanto sendo 16 vezes mais pequena do que a
anterior. H4, no entanto, outros casos em que as juntas
dos azulejos sdo impercetiveis e em que é, pois, natural
ignoréd-las a partida. Um caso extremo seria o de uma
fachada toda com azulejos quadrados brancos, sem de-
senhos. Sem vermos as juntas, nem sequer temos um pa-
draof, mas com as juntas temos um *442, sendo a regido
fundamental 1/8 do azulejo. Um caso em que as juntas
sdo quase impercetiveis é o representado na imagem da
esquerda, na figura 13. Nessa figura estdo também repre-
sentadas: a imagem de um azulejo, tratada de forma a
melhorar a qualidade do desenho; uma imagem com si-

*Seria interessante que a autarquia de uma localidade com abundén-
cia de azulejos indagasse da possibilidade de producio econdmica de
azulejos hexagonais e promovesse a producdo de tais azulejos, para vir
a poder, dentro de algum tempo, incluir na informagdo ou num roteiro
cultural a indicacdo de que jd estavam representados na localidade todos
os tipos de simetria existentes de padrdes com azulejos...

*Mesmo considerando sé azulejos sem relevo, a visibilidade depende da
folga deixada entre azulejos e do contraste entre a cor do material de
remate e a cor de fundo do azulejo (por vezes branco com azulejos de
fundo escuro).

¢ Recorde-se que o Atractor sempre usa a palavra padido no sentido de
duplamente periddico.
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Figura 12.
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metrias assinaladas (reflexdes de eixos perpendiculares
entre si passando pelos centros das flores e rotagdes de
meia-volta) e também com o carimbo resultante, um cone
de bordos espelhados. Finalmente, a tltima imagem da
figura 13 mostra o que aconteceria se as juntas tivessem
sido assinaladas com destaque: desapareceriam todas
as simetrias com eixos de reflexdo descendentes para
a direita; das crescentes para a direita, ficariam as que
passam pelos cantos do azulejo e as outras dariam lugar
a reflexdes deslizantes: o carimbo seria uma tira de Mo-
bius de bordo espelhado.

O gréfico de barras da figura 14 permite comparar as
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frequéncias com que aparecem, entre os dados até agora
tratados para Ovar, os diferentes tipos de simetria, des-
de o0 mais frequente (*442 ou p4m) com 38.8% até outro
(22x ou pgg) com 0%. Na coluna mais a esquerda estdo
indicados os 5.1% que foram classificados sem simetria.
A figura representa o grafico (de [1]) no momento em que
se clicava na barra correspondente a *2222 (ou pmm).
Como nota final, vejamos exemplos de casos classifi-
cados como sem simetria. Um dos primeiros encontrados
foi o da figura 15, que mostra o azulejo e uma fotografia
da fachada. O azulejo ndo tem simetria de rotagéo e é por
isso importante o modo como ele é colocado, se se quiser

fris05 ¢ padroes

Figura I3.
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produzir um padréo. Ora uma andlise cuidada da
fotografia mostra que o assentamento do azule-
jo foi aparentemente aleatério, encontrando-se a
mesma regido do azulejo virada para cima, para
baixo, para a direita ou para a esquerda sem qual-
quer regra identificavel. Em particular, também
ndo foram identificadas transla¢des que respeitem
o modo de assentamento do azulejo. Outros pro-
blemas do mesmo tipo surgem, ndo surpreenden-
temente, com azulejos como 0S representados na
figura 16. O desenho muito irregular levanta logo
a questdo de saber se ele varia de azulejo para
azulejo. A resposta é negativa, portanto, havendo
cuidado no assentamento, é possivel criar padrées
com vdrios tipos de simetria, embora essa sime-
tria seja muito mais dificil de identificar visual-
mente. Mas, na verdade, nos exemplos analisados
ndo se verificou nenhuma preocupagdo no assen-
tamento, o que, alids, é mais compreensivel com
imagens deste género.

Finalmente, hd outro tipo diferente de zonas
sem simetria: aquelas em que os azulejos sdo to-
dos intencionalmente diferentes. Um muito fre-
quente, representado na figura 17, é o formado por
azulejos com um retangulo claro para o qual apa-
rentemente foram enviados chapiscos coloridos,
diferentes de azulejo para azulejo. Como essas
diferengas entre os azulejos foram intencionais e
nédo devidas a imperfei¢do no desenho, as zonas
das fachadas foram classificadas como sem si-
metria: ndo hd nenhuma translagio (diferente da
identidade) que ndo altere o aspeto da zona em
questao.

O Atractor tem a intengéo de, apds a conclusao
do tratamento dos dados existentes, acrescentar ao
portal [1] algum material introdutério que facilite o
eventual uso por alunos de escolas da regido e su-
gerir alguns roteiros comentados que possam ser
utilizados por visitantes com interesses culturais.

[1] www.atractor.pt/mat/matematica_azulejos2
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