A esfera pode ser considerada um modelo (simplificado") do
planeta Terra e existe uma geometria que se dedica ao seu
estudo: a Geometria Esférica. O estudo da Geometria Esférica,
principalmente o relacionado com tridngulos esféricos, € muito
antigo e foi sendo desenvolvido ao longo dos séculos devido
3 sua grande aplicabilidade & Astronomia e 3 Navegagdo. O
portugués Pedro Nunes foi um dos matematicos que se notabi-
lizou nesta drea tendo descoberto uma curva que, na época dos
Descobrimentos, gerou alguma controvérsia. Em 1537, Pedro
Nunes publicou dois tratados sobre alguns problemas relacio-
nados com certas rotas de navegacio que mantém o percurso do
navio num rumo magnético constante intersectando todos os
meridianos segundo o mesmo Angulo. Esses percursos determi-
nam um tipo de curva, conhecida por curva loxodrémica. Desde
essa épocn que se sabe que um percurso mantendo um ﬁngll](‘)
constante em relacio aos meridianos ndo €, em geral, o cami-
nho mais curto, pois nio ¢ um arco de circulo mdximo (curva
na esfera que minimiza a distincia entre dois pontos, figura 1 ).
Assim, Pedro Nunes sugeria que o barco devesse procurar seguir
o rumo de um circulo midximo, efectuando as necessdrias cor-
reccoes a intervalos de tempo regulares para contrariar o efeito
da curva loxodrémica. Para tal, o matemadtico portugués prop0s
um método matemdtico que foi alvo de duras criticas pela sua
dificil aplicabilidade em alto mar. «As contribuigdes tedricas
de Nunes para a navegacio foram muito avancadas para o seu
tempo. A dificuldade em as aplicar deve-se principalmente 2

Figura 1. Al cinzento escuro esta representada uma curva loxodrémica que
passa por dais pontos e a cinzento claro o menor arco de circulo maximao
definida par esses pontos [caminho mais curto).
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préciséo insuficiente dos instrumentos disponiveis e ao facto de
a matemdtica da época ser demasiado pesada e laboriosa para
ser usada no mar.» (Randles, 1980 [4])

Mesmo atualmente, em que o sistema GPS é uma ferra-
menta poderosa para a navegagiio, pilotos de avido e os nave-
gadores devem ter conhecimentos sobre a curva loxodrémica
(Alexander, 2004 [1]).

Apesar de muitos resultados da Geometria Esférica serem
conhecidos desde a Antiguidade, enquanto sistema axiomatico,
este tipo de geometria s6 foi formalizado no séc. XIX apds a
descoberta das geometrias nao Euclidianas, atribuida aos
matematicos Gauss, Lobatschewski e Janos Bolyai (Rosenfeld,
1976 [5]).

Esta geometria difere em vdrios aspetos da Geometria
Euclidiana e, ao longo deste artigo, sdo exploradas algumas
dessas diferengas. No final, numa colaboracio entre o Atractor
e o Niicleo do Porto da APM, é apresentada uma rarefa para
alunos cujo propésito principal de ensino ¢ a abordagem e
exploracio de algumas diferengas entre a Geometria Esférica e
2 Geometria Fuclidiana, incidindo na soma das amplitudes dos
angulos internos de um trifingulo esférico.

Geometria Esférica

Na Geometria Euclidiana, o caminho mais curto entre dais
pontos é o segmento de reta determinado por eles. Na esfera, o

Figura 2. Uma circunferéncia. na esfera, pode ser obtida intersectando a
esfera com um plano. Quando o plano contém o centro da esfera obtém-
~ge um circulo maximo
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Figura 3. No planeta Terra. a linha do Eqguador e um circulo maximo e os
meridianos sao semnicirculos maximos.

caminho mais curto entre dois pontos é dado por um arco de
circunferéncia obtido intersetando a esfera com um plano con-
tendo o seu centro. Essa circunferéncia é usualmente designada
por cireulo mdximo. (Figuras 2 e 3)

Na esfera, os circulos maximos assumem o papel andlogo ao
das retas da Geometria Fuclidiana e os arcos menores de circulo
madximo assumem o papel andlogo ao dos segmentos de reta.

Desta forma, na esfera, a distincia entre dois pontos nio
antipodas®! determina-se calculando o comprimento do menor
arco de circulo maximo definido pelos dois pontos. Note-se
que, se A e B sdo antipodas, a distAncia entre A e B € igual ao
comprimento de um semicirculo méximo.

Numa esfera de raio 7 e centro O, considere-se o dngulo

AOB correspondente ao menor arco AB e @ a sua amplitude.

Entio,
d(A, B) = ar, & em radianos
ou
an
d(A, B) = ——r, & em graus.
(4, B) 180" £
Paralelismo

Podemos definir retas paralelas como sendo retas que ndo se
intersetam. Na esfera, dados dois circulos maximos, estes inter-
setam-se sempre em dois pontos antipodas. Por exemplo, os
meridianos terrestres intersetam-se no polo Norte e no polo
Sul. (Figura 4)

Assim, ao identificarmos o conceito de reta na esfera com o
de circulo maximo, concluimos que:

Na Geomerria Esférica nfio existem retas paralelas!

Aqui reside uma das diferengas substanciais entre a Geometria
Esférica e a Geometria Euclidiana.
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Figura Y. Dois circulos maximos intersetam-se sempre em dois pontos
antipodas.

Na verdade, as geometrias ndo Euclidianas surgiram no desen-
lace da longuissima histéria do famoso 5.° Postulado de Euclides,
mais conhecido pelo Postulado das Paralelas. Ao longo dos sécu-
los, foram vérias as tentativas de provar este postulado a partir dos
restantes ou entdo de o substituir por outro mais simples. Um dos
axiomas equivalentes que ¢ usado nos livros modernos foi dado
por Playfair: dado um ponto P que ndo estd numa reta r, existe wma
56 reta no plano de P e v que contém P e que ndo interseta 7. (Kline,

1972 [31).

No inicio do século XIX, alguns matemadticos, incluindo o
alemio Carl Friedrich Gauss (1777-1855), notaram que o
Postulado das Paralelas niio poderia ser provado nem como
verdadeiro nem como falso com base nos outros postulados da
Geometria Euclidiana, ou seja, o Postulado das Paralelas seria
independente dos restantes. Seria entfio possivel desenvolver
uma nova geometria a partir de um sistema axiomatico que
contivesse uma alternariva ao Postulado das Paralelas. Mas
foram Lobatschewski (1792-1856) e Janos Bolyai (1802-1860)
que, de forma independente, publicaram pela primeira vez os
resultados de uma nova geometria ndao Euclidiana (Rosenfeld,
1976 [5]), conhecida atualmente por Geometria Hiperbdlica. A
Geometria Hiperhdlica obtém-se substituindo o Postulado das
Paralelas pelo Axioma Hiperbélico: dada uma reta e um ponto
exterior i reta, existem, pelo menos, duas retas distintas contendo o

ponto dado e paralelas a reta dada.

Na Geometria Esférica, o Postulado das Paralelas é substitu-
ido pelo Axioma Eliptico: dada uma reta e um ponto exterior a
reta, ndo existe nenhuma reta contendo o ponto dado e paralela &

reta dada.

Bernhard Riemann (1826-1866) foi o primeiro a reconhecer a
Geometria Esférica como um tipo de geometria ndo Euclidiana
onde nfio existem retas paralelas. (Coxeter, 1998 [2])

A descoberta das geometrias nio Euclidianas reve consequéncias
muito importantes, quer matemdticas quer filoséhicas, prinei-
palmente no que diz respeito aos fundamentos da matemadtica.
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Figura 5. Bidngulos determinadas por daois
circulos maximos.

Bidangulos
Na esfera existem poligonos com dois lados!

A explicacdo € simples: na esfera, os lados dos poligonos sdo
segmentos esféricos, ou seja, arcos menores de circulo maximo;
dados dois circulos mdximos, estes intersetam-se sempre em
dois pontos antipodas, dividindo a esfera em quatro regites,
cada uma das quais com dois lados; estas regides designam-se
por bidngulos ou binulas. (Figura 5) _

Portanto, ao contririo do que acontece na Geometria
Euclidiana, na Geomertria Esférica existem poligonos com dois
lados, os bidngulos, cujos vértices sdo pontos antipodas e cujos
lados sdo semicirculos mdximos.

Podemos calcular a drea de um bidngulo de forma simples,
conhecendo a amplitude do seu dngulo e a drea da esfera (47r%)
e observando que a drea do bifingulo é diretamente proporcio-
nal a amplitude do dngulo. Assim, a drea de um bifngulo com
angulo @ é dada por:

) an
2ar%, @ em radianos  ou  —#2 ¥ em graus,
o

onde 7 é o raio da esfera.

Tridngulos Esféricos

Com trés pontos distintos na superficie esférica
podemos obter dois triangulos!

Dados trés pontos, estes podem definir dois tridingulos, na
medida em que podem definir duas regides limitadas na super-
ficie da esfera (figuras 6a e 6b). Na Geometria Euclidiana
isto ndo acontece pois, dados trés pontos nfo colineares (nio
pertencentes & mesma reta) e os trés segmentos de reta que os
unem dois a dois, estes definem apenas uma regido limitada e,
por isso, um tinico triingulo.

Figuras ba e bh. Nestas esferas, estao representados dais triangulos diferentes
[com interior a cinza escurn) definidos pelos mesmos vértices

A drea de um tridngulo esférico pode ser determinada conhe-
cendo a drea dos bidangulos que lhe estio associados. Temos que
distinguir dois casos: o caso em que o tridingulo é pequeno (o seu
interior estd contido numa semiesfera) e o caso contrario.

1. Tomemos um tridngulo esférico pequeno T. Em cada vér-
tice do tridingulo esférico, os circulos maximos que con-
t&m os respetivos lados do tridngulo formam dois bidngu-
los congruentes com fngulos geometricamente iguais ao
angulo interno do tridingulo nesse vértice. Note-se que um
desses bidngulos contém o interior do tridngulo e o outro
contém o interior do tridngulo antipoda (tridngulo forma-
do pelos antfpodas dos pontos do tridngulo). (Figura 7a)
Considerando os trés vérrices do tridngulo, temos seis bi-
angulos dos quais trés intersetam-se no interior do tridn-
gulo e 0s outros trés intersetam-se no interior do trifingulo
antipoda. Na regido esférica restante, os seis bifingulos sio
disjuntos dois a dois. Assim, estes bidngulos «cobrem» o
triingulo e o seu antipoda trés vezes ¢ a restante regido es-
férica uma vez. Portanto, a soma da drea dos seis bidngulos é
igual & drea da esfera acrescida do dobro da drea do tridngu-
lo esférico, Ay, e do dobro da drea do seu antipoda (Figuras
7b e 7¢). Notando que T e o seu antipoda tém a mesma
area e fazendo alguns cdlculos simples, obtém-se a férmu-
la da drea do tridngulo esférico T: Ap = (o + g+ ) = 70)7?,
onde @, B e 3 sio as medidas das amplitudes dos dngulos
internos do trifingulo em radianos. Se as medidas das am-
plirudes e, f e 3 forem dadas em graus, temos a férmula

Ar=(a+p+y- 180°)I§0D .

Esta férmula é conhecida por Tearema de Girard.

> Se o wridngulo esférico for grande, ou seja, se contiver uma
semiesfera, podemos calcular a sua drea fazendo a diferen-
ca entre a drea da esfera e a drea do trifingulo pequeno que
o0s seus lados e vértices também determinam. Usando o re-
sultado anterior obremos a mesma férmula para a drea do
triangulo.
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Figura 7a. Dois hiangulos com vértice em A.
Um hidingula <<cobres o tridngula (ABL).

tridngulo antipoda.

Teorema de Girard: A drea de um tridngulo esférico ¢ igual
a A = (@ +p+y —mr* onde a, e ¥ sdo as medidas das
amplitudes, em radianos, dos dngulos internos do trisngulo
e 1 é o raio da esfera.

A diferenca entre a soma das amplitudes dos éngulos internos
de um tridingulo esférico e a amplitude do dngulo raso chama-se
excesso angular, A férmula dada no Teorema de Girard indica-
-nos que a drea de um tridngulo esférico fica determinada pelo
seu excesso angular e pelo raio da esfera, sendo que a drea e a
medida do excesso angular sdo diretamente proporcionais.

A drea de um tridngulo esférico € diretamente
proporcional 2 medida do excesso angular.
Em particular, o excesso angular ¢ sempre positivo, donde
podemos concluir que:

A soma das amplitudes dos angulos internos de um tridngulo
esférico é superior a 180°.

Quando o excesso angular é um valor proximo de zero (isto €, a
soma das amplitudes dos angulos internos € um valor préximo
de 7 rad, ou 180.%), o tridngulo € «quase plano» e a sua area ¢
«quase nila». Por outro lado, quando o excesso angular é um
valor préximo de 47 rad, ou 720° (isto ¢, a soma das amplitudes
dos angulos internos é um valor préximo de 57 rad, ou 9oo®), a
sud drea é préxima da drea da esfera.

A soma das amplitudes dos Angulos internos de um tridgngulo
esférico varia entre 77 e 57 radianos, 180° e goo”.

Este é um resultado muite diferente do obtido na Geomerria

Euclidiana onde a soma das amplitudes dos ngulos internos de
um trifingulo é constante e igual a 180°.
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Figura 7b. Oois biangulos com vértice em fie
dois hidngulos com vértice em B dos quais dois
intersetam-se no interior do triangulo [ABL)

e 05 outros dois intersetam-se no interior do

Figura 7c. Seis bidngulos com vertices inus
vértices do tridngulo (ABL) dos quais trés
intersetam-se no interior do tridngulo e os
outros trés intersetam-se no interior do
tridngulo antfpoda.

O Teorema de Girard conduz-nos ainda a outra enorme dife-
tenca entre a Geometria Euclidiana ¢ a Geometria Esférica:

Dois tridngulos esféricos semelhantes
sio necessariamente congruentes!

Como a drea de um tridngulo esférico depende apenas da soma
das amplitudes dos seus dngulos internos, na esfera todos os
tridngulos com Angulos congruentes tém a mesma drea; logo,
sdo congruentes. Portanto, na Geometria Esférica nao existem
trifngulos com a mesma forma e dreas diferentes.

A Geometria do Planeta Terra na sala de aula
de Matematica

De facto, enquanto humanidade, a nossa «casa» € a superficie
de um plancta quase esférico, cujas propriedades geométricas
particulares se destacaram desde a antiguidade, e cujo conhe-
cimento foi — e continua a ser — critico no desenvolvimento
de dreas como a astronomia e a navegagio. Ainda que exterior
aos contetdos programaticos do ensino bdsico, a Geometria
Esférica permite aos alunos «contactar com aspetos da Histdria
da Matematica e reconhecer o papel da Matemdtica no desen-
volvimento da tecnologia e em vérias técnicas, [-..] o contributo
de diversos povos e civilizagdes para o desenvolvimento desta
ciéncia, a sua relacio com os grandes problemas cientificos e
técnicos de cada época, o seu contributo para o progresso da
sociedade, e a sua prapria evolucio em termos de notagoes,
representagies e conceitos, proporcionando uma perspetiva
dinAmica sobre a Matemdtica ¢ o seu papel na sociedade».
{Programa de Matemdtica do Ensino Bésico, 2007, p- 10)
Neste contexto, ¢ mantendo «como ideia central ¢ desen-
volvimento do sentido espacial dos alunos» (idem, p. 7), enten-
demos pertinente a apresentagio de propostas de abordagem
¢ exploracio comparativas de alguns conceitos basicos (como
os de reta [ segmento de reta, dngulo, tridngulo, distdncia ou
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drea), entre as geometrias Euclidiana e Esférica, com base na
manipulagdo de materiais ou utilizacio de tecnologias. O con-
junto das tarefas propostas, para alunos do 1.° ao 12.° anos de
escolaridade, pode ser acedido em
http://atractor.pt/mat/GeomEsf/MateriaisEnsino.

Notas

1 Naverdade, o planeta Terra pode ser modelado de forma mais pre-
cisa por um elipsoide: o raio da Terra varia entre, aproximadamen-
te, 6357 Km nos polos € 6378 Km na linha do Equador.

2 Pontos antipodas sdo pontos diametralmente opostos.
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para a aula de Matematica, uma tarefa cujo propéeito principal de
ensino € a abordagem e exploracdo de algumas diferencas entre a
Geometria Esférica e a Geometria Euclidiana.

A tarefa que agui se apresenta foi concebida para alunos do 3.° ciclo
£ 0 seu desenvolvimento requer a utilizacdo de computadores com

instalacdo do software Wolfram COF Player e do ficheiro soma_dos_

angulos_de_um_triangulo.cdf, gue pode ser descarregado de http://
atractor.pt/mat/GeomEsf/MateriaisEnsino ou em http.//mpt2013.
apm.pt. Pressupde-se que os alunos sejam previamente capazes de
identificar os lugares geométricos esfera, superficie esférica e circun-
feréncia, conhecam a soma das amplitudes dos &ngulos internas de um
tridngulo no plano e saibam interpretar graficos.

Com duracao prevista de 90 minutos, a tarefa visa:
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Nota: Na pigina http:/fatractor.pt/mat/GeomEsf encontra-
se um trabalho sobre Geometria Esférica, elaborado soh a
arientagio do Atractor, no dmbito de uma bolsa atribuida pela
Fundagio para a Ciéncia e a Tecnologia para agdes de divul-
gagdo matemdrtica junto da Associaciio Atractor. Para além
do texto, no qual se baseia este artigo, esse trabalho integra
compoenentes interativas em formato CDF, preparadas com o
programa Mathematica ¢ cujos ficheiros sdo utilizados nas rare-
fas propostas numa colaboragio entre a Associacio Atractor e
o Nucleo do Porto da Associacio de Professores de Matemrica.
Para a utilizagio destes ficheiros, deve estar instalado no com-
putador o Wolfram CDFPlayer, que pode ser importado sem
encargos a partir de hetp://www.wolfram.com/cdf-player/.

As rarefas elaboradas no ambito da referida colaboracio
podem também ser acedidas a partir da pagina do MPT2013 da
APM, hrepy/fmprzor 3.apm.pt.

Atractor e Nicleo do Porto da APM

a investigacdo dos valores entre os quais pode variar a soma das
amplitudes dos &ngulos internos de um tridngulo esférico;

@ anélise comparativa entre as resultados ohtidos 2 a proprieda-
de correspondente em Geometria Euclidiana,

Esta tarefa proporciona ainda aos alunos amplas oportunidades de
argumentacdo e fundamentacdo das suas ideias, assim como de
construcdo de modelos matematicos elementares.

Resultados da sua aplicagdo experimental permitem destacar a
curiosidade dos alunos face aos resultados ohservados, a sua vontade
de saber mais e a forma como a discuss3o gerada contribuiu para o
reforco dos seus conhecimentos prévios de Geometria Euclidiana.

Destaca-se gue além da sugestdo de tarefa para o aluno, existem
algumas indicacdes para o professor.

Atractor e Niclee do Porto da APM
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